Enoncé de I’exercice :
Soit E un espace euclidien. Soient f: F — E et § € Ry tels que

Y(e,9) € B | 15(@) — )l = e — ol | < &
f(nz)

n

On pose, pour x € E, g,(x) =
Montrer que :
1. 3¢ : N — N croissante tq (gg(m)(Z))nen converge pour tout z € E;
2. h:ae im gem) (x) est une isométrie.
Solution :
Je vais d’abord rappeler ce qu’on avait déja établi :

lim ||g,() — gn(y)|| = ||z — yl|

n—oo
(preuve : dans la relation ||| f(z) — f(y)|| — ||z —y|| | < J, substituer nx a x et
ny a y puis diviser par n; — — 0 ...). En particulier comme ILm gn(0) =0
N, n—oo n—00

(c’est évident) on a
lim [gn(2)[| = [|]

n—oo

(on peut rendre ¢a rigoureux avec les € et l'inégalité triangulaire...)

Conséquence : pour tout x € F, (g,(z)) est bornée et admet donc une
sous-suite convergente (théoreme de Bolzano-Weierstrass). On peut méme
faire mieux : pour toute famille finie de vecteurs de FE, il existe ¢ telle que
(9p(n)) converge ponctuellement sur cette famille (il suffit de composer des
extractions successives). E étant euclidien, il existe une BON (eq, ..., e4) (d =
dimF) et on sait donc qu'il existe ¢ : N — N croissante telle que pour tout
i € [1,d], (go(m)(e;)) converge.

En fait, le ¢ qui marche pour cette BON va marcher pour tout x € FE,
(la preuve arrive dans quelques paragraphes!), on va donc se mettre a noter
h la fonction h définie dans le 2 pour ce ¢ la. Si I'on note D), le domaine de
définition de h (dont on veut montrer que D; = E) on a, en reprenant les
égalités précédentes et en appliquant la continuité de la norme,

V(z,y) € Dy, [h(x) = h(y)ll = [z =yl et [|h(z)]| = [|=]]
En utilisant I’identité de polarisation
v E2 _ 1 2 2 - 2
(2,y) € E% (2,y) = 5 (Il + llwl* = = = y11?)

on obtient :

V(z,y) € Dy, (h(z), M(y)) = (z,y)

1



Conséquence immédiate : (h(ey),...h(e,)) est une BON (on sait déja a ce
stade que h(ey), ..., h(e,) sont bien définies).

On considere maintenant x € E fixé quelconque, et (gym)(x)) une sous-
suite convergente de (gy(m)(x)) (c’est-a-dire qu'il existe x : N — N 7 telle
que 1) = ¢ o x). Soit i € [1,d]. En reprenant le raisonnement précédent sur h
en remplacant ¢ par 1, et sachant que (gym)(e;)), qui est une sous-suite de
la suite convergente (gg(m(€;)), converge vers Jim. Jomy(€i) = h(e;), on a

((Jim (o@D b)) = {aed

n—oo

Les composantes de  lim (gy(ny(x)) sont donc indépendantes de v ce qui si-
n—oo

gnifie que (gg(m)(2)) admet une seule valeur d’adhérence. Or cette suite est
bornée, donc d’apres le corollaire du théoréeme de Bolzano-Weierstrass (qui
marche aussi bien dans R"™ que dans R ou C, méme si la démo en sup n’a
été faite que pour ces 2 derniers cas particuliers), (ge(n)()) est convergente.
Donc x € Dy,

Conclusion : D, = FE (inclusion réciproque évidente), ce qui répond a la
question 1.

Mais on a également établi, dans cette preuve, que h laisse invariant le
produit scalaire... C’est donc un automorphisme orthogonal (contrairement a
la préservation de la norme, ici, nul besoin d’hypothese préalable de linéarité),
la question 2 tombe directement.



