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1. THÉMATIQUES DE RECHERCHE GLOBALES
Mes recherches portent principalement1 sur de l’informatique théorique, plus précisément sur

des aspects liés à la logique, la vérification formelle ou la sémantique de programmes – c’est-à-
dire les sujets abordés dans le Volume B du Handbook of Theoretical Computer Science. Deux de mes
sujets principaux de recherche sont la logique linéaire et les transducteurs. Ce sont des objets d’étude
classiques de deux courants assez distincts du «Volume B» : respectivement la théorie des langages
de programmation et la théorie des automates. Ainsi, mes travaux cherchent en grande partie à
relier entre eux différents pans de l’informatique théorique (y compris le «Volume A», voir plus loin).
λ-calcul et logique linéaire. Via la correspondance preuves-programmes (ou «correspondance de
Curry–Howard»), divers systèmes de preuves formelles s’avèrent être isomorphes à des langages
de programmation théoriques. C’est par exemple le principe de base de l’assistant de preuve Coq,
qui combine programmation et certification dans un même cadre.

La logique linéaire [Gir87] est issue de cette correspondance. Côté programmation, les systèmes
de types linéaires contrôlent l’usage de la duplication ; des idées semblables interviennent au sein
du langage de programmation système Rust pour contrôler des ressources. Notons que Rust s’ins-
pire en grande partie de l’expérience passée des langages fonctionnels fortement typés (Haskell,
OCaml, …) dont les modèles théoriques idéalisés sont des λ-calculs typés.

Un de mes thèmes de recherche principaux est d’étudier le pouvoir calculatoire de λ-calculs à
typage linéaire. Et du côté «preuves» de la correspondance preuves-programmes, certains de mes
travaux portent sur la théorie de la démonstration structurelle, étudiant la combinatoire de systèmes
de preuves formelles pour des variantes de la logique linéaire.
Transducteurs. La théorie des automates s’intéresse à des modèles de calcul «à états finis» et
donc suffisamment restreints pour qu’on sache les exécuter efficacement, ce qui peut présenter un
intérêt pour traiter de gros volumes de données. Souvent, ces automates servent à reconnaître des
langages ; autrement dit, ils calculent des fonctions à sortie booléenne. On parle de transducteurs
pour des automates à sortie plus riche – typiquement, calculant une fonction des mots vers les
mots. Les transducteurs contemporains sont en fait plus expressifs qu’on pourrait s’y attendre2 ;
par exemple, la fonction ci-dessous (où # est une lettre servant de séparateur), appelée « inner
squaring», est calculable par un transducteur à jetons (cf. §4) :

w0# . . .#wn 7→ (w0)
n# . . .#(wn)

n (par ex. aa#ba#b 7→ aaaa#baba#bb)

La théorie des transducteurs compare donc les classes de fonctions définies par ces modèles de
calcul, par des équivalences, inclusions, séparations… ou parfois par des algorithmes pour des
problèmes d’appartenance à une sous-classe C′ ⊆ C : «étant donnée une fonction f ∈ C en entrée,

1J’ai aussi travaillé pendant 5 mois comme ingénieur de recherche sur l’assistant de preuve SQUIRREL pour protocoles
de sécurité (https://squirrel-prover.github.io/). Mes contributions sur ce projet – principalement, l’ajout d’une
intégration avec des solveurs SMT (Satisfiability Modulo Theories) – étant très modestes et relativement déconnectées du
reste de mes travaux, je ne les détaillerai pas ici.

2Citons un survey récent de Bojańczyk [Boj22] : « In later years, transducers have grown in sophistication, reaching
a point where they resemble programming languages, with constructs such as numerical variables, loops, recursion or
higher-order functions. This means that modern models of transducers can now be actually useful programs, as opposed
to being idealized and radically simplified models of useful programs. All of this while retaining the good decidability
properties of automata (transducers are not supposed to be Turing complete, which is framed here as an advantage : the
halting problem is decidable) and their attractive mathematical theory.»

1

https://squirrel-prover.github.io/
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f est-elle en fait dans C′ ?». Ces problèmes sont le plus souvent indécidables sur des programmes
quelconques, mais on peut espérer trouver des algorithmes pour certains modèles d’automates
ou de transducteurs. Ceci s’applique plus généralement à des problèmes qui s’apparentent à de
l’analyse statique, et c’est là un intérêt majeur de se restreindre à un cadre «à états finis».
Liens avec l’informatique théorique «Volume A». Je me suis aussi intéressé (de façon moins
centrale) à l’algorithmique, la combinatoire et la théorie de la complexité. Ainsi, j’ai suivi durant
ma formation initiale un M2 en recherche opérationnelle. Quelques-uns de mes travaux (§5–§6)
consistent à étudier la complexité de problèmes ou à caractériser des classes de complexité, et
certains s’appuient sur une connaissance de la littérature en algorithmique des graphes (§6). Enfin,
je participe à (et ai été employé comme post-doctorant sur) un projet ANR se situant à l’interface
entre λ-calcul et combinatoire (https://www.lix.polytechnique.fr/LambdaComb/).

2. UN PROGRAMME DE RECHERCHE EN COURS : AUTOMATES IMPLICITES
Complexité implicite. La correspondance preuves-programmes implique souvent des langages
de programmation qui garantissent que les programmes terminent car cela implique, côté preuves
formelles, la cohérence logique. Ainsi, le λ-calcul simplement typé ajoute par-dessus du λ-calcul
pur (exemple historique de langage Turing-complet) un système de typage ; on peut alors exclure
la possibilité de non-terminaison en ne gardant que les programmes «bien typés».

Une telle garantie de terminaison peut même venir avec des bornes quantitatives de complexité
en temps. Ainsi, par exemple, Hillebrand et al. [HKM96] montrent que les programmes en λ-calcul
simplement typé opérant sur des codages de données astucieux peuvent calculer précisément les
fonctions dans la classe ELEMENTARY. Ce résultat est typique d’un domaine appelé complexité
implicite (voir [Péc20]), qui cherche à caractériser des classes de complexité en employant des
langages «de haut niveau», sans mentionner explicitement des bornes en temps ou en espace.

La duplication des données étant une source majeure de complexité algorithmique, son contrôle
au moyen de variantes de la logique linéaire a donné lieu à de nombreux travaux de complexité
implicite, à commencer par les caractérisation du temps polynomial (P) dans [GSS92 ; Gir98].
Le théorème de Hillebrand et Kanellakis. Une inspiration centrale de mes recherches est :
Théorème 1 ([HK96]). Les fonctions des mots vers les booléens3 définissables en λ-calcul simplement
typé en utilisant une représentation «naïve» des entrées (codage de Church des mots) correspondent
exactement aux langages rationnels (ou réguliers), c’est-à-dire au pouvoir des automates finis.

Il se démarque au sein de la complexité implicite par sa naturalité : alors qu’il est habituel de
concevoir un nouveau langage de programmation ad hoc ou pour obtenir une correspondance avec
une classe de complexité ciblée à l’avance, ici, on voit les automates apparaître «sans faire exprès»
en posant une question d’expressivité sur un λ-calcul préexistant !
Vers les automates implicites. Le Théorème 1 suggère d’établir, via les codages de Church, des
liens entre le pouvoir expressif de λ-calculs typés «naturels» et de modèles d’automates (une idée
semblable existait aussi dans le domaine connexe du model-checking d’ordre supérieur). Avec Cécilia
Pradic, nous avons initié un programme de recherche sur cette piste de la «complexité implicite
pour les automates» ; c’est devenu le sujet central de mon manuscrit de thèse4 [Ngu21].

• Notre premier résultat [NP20] concerne les langages sans étoile. Ils forment une sous-classe
célèbre des langages rationnels, qui admet de nombreuses définitions équivalentes entre
elles (expressions régulières sans étoile, logique du premier ordre, etc.). Nous sommes
parvenus à la caractériser dans un λ-calcul muni d’un typage non commutatif : on peut
forcer les arguments d’une fonction à être utilisés dans l’ordre où ils lui sont passés.

La non-commutativité nécessite que le système de types soit linéaire ou affine ; l’idée
remonte à un travail de Lambek [Lam58] aux motivations linguistiques, précurseur de la
logique linéaire. Des liens avec les cartes combinatoires sont également connus [ZG15].

3Subtilité : on autorise une substitution dans le type d’entrée, voir [Ngu21, Th. 1.1.3] et la discussion qui suit.
4Dont la plupart des résultats n’ont pas été publiés officiellement ailleurs.

https://www.lix.polytechnique.fr/LambdaComb/
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Notre résultat est cependant, à ma connaissance, la première conséquence calculatoire non-
triviale d’un système de types non-commutatif (en le rendant commutatif, on obtient les
langages rationnels au lieu des langages sans étoile) à être découverte.

• En utilisant un système de types linéaire (mais commutatif), nous caractérisons deux
classes de fonctions entre mots calculées par des transducteurs [Ngu21, Theorem 1.2.3].
Une de ces deux classes – celle des fonctions régulières – peut être définie par des streaming
string transducers (SST) restreints à être sans copie [AČ10]. Cette condition analogue au
typage linéaire porte sur la manipulation des registres constituant la mémoire des SST.

Nous traitons également les fonctions régulières entre arbres, en remarquant que la
différence entre «sans copie» et des formes de « single use restriction» plus permissives (et
moins aisées à décrire) de certains transducteurs d’arbres [EM99 ; AD17] peut s’exprimer
par les connecteurs additifs de la logique linéaire.5

Une caractérisation des fonctions régulières d’arbres assez proche6 de la nôtre a été obtenue de
façon indépendante par Gallot, Lemay et Salvati [GLS20]. Elle repose sur des transducteurs qui
stockent des λ-termes en mémoire. Gabriele Vanoni [NV24] et moi avons récemment étendu cette
approche «λ-transducteurs» pour caractériser encore d’autres classes de fonctions entre arbres et
pour résoudre une question ouverte que Pradic et moi avions posée dans [NP20]. Cela dit, notre
second résultat avec Pradic sur les fonctions entre mots, dont nous reparlerons en section 4, ne
rentre pas dans ce cadre «λ-transducteurs».

3. QUELQUES INTERVENTIONS DE LA THÉORIE DES CATÉGORIES
Pour démontrer les liens susmentionnés entre transducteurs et λ-calcul, Cécilia Pradic et moi

avons été amenés à utiliser le cadre mathématique unificateur des catégories. Plus généralement,
les catégories sont apparues dans plusieurs de mes travaux sous deux aspects : théorie catégorique
des automates, et sémantique catégorique (dénotationnelle) des langages de programmation.

(J’enseigne également une introduction aux catégories en M2 informatique à l’ÉNS Lyon.)

Évaluation sémantique et langages rationnels de λ-termes. La démonstration du Théorème 1
par Hillebrand et Kanellakis [HK96] utilise une sémantique dénotationnelle interprétant les types
simples comme ensembles finis et les λ-termes (programmes) comme fonctions sur ces ensembles.
À partir d’un λ-terme définissant une fonction des mots vers les booléens, on déduit l’ensemble
fini d’états d’un automate déterministe, et ses fonctions de transition. La réciproque – traduire un
automate en λ-terme – est un exercice de programmation assez simple.

Indépendamment, Salvati [Sal09 ; Sal15] a utilisé la sémantique dans les ensembles finis pour
définir une notion de langage rationnel de λ-termes simplement typés, qui a été reprise dans des
travaux ultérieurs [Mel17 ; GMM23]. Pour les codages de Church de mots, on retrouve les langages
rationnels habituels. Avec Vincent Moreau [MN23], nous montrons que cette notion est robuste :

• Nous proposons une caractérisation syntaxique de ces langages rationnels deλ-termes. Un
sens de l’équivalence étend l’argument de Hillebrand et Kanellakis ; la réciproque est bien
moins triviale que dans le cas des mots, et utilise un argument de «relations logiques».

• Nous montrons également qu’on peut remplacer les ensembles finis par de nombreuses
autres sémantiques dénotationnelles dans la définition de [Sal09], et toujours obtenir la
même classe de langages. Ces sémantiques sont données par des catégories cartésiennes
closes avec une condition supplémentaire exprimant un caractère finitaire.

Cécilia Pradic et moi avons aussi recours à un argument semblable à [HK96] (mais plus élaboré)
pour démontrer nos résultats «d’automates implicites» concernant les transducteurs (voir §2).
Tout d’abord, on représente une variante des streaming string transducers en utilisant une catégorie
SR⊕&, suivant une définition générale [CP20] «d’automate sur une catégorie». On exhibe ensuite
une structure de catégorie monoïdale close sur SR⊕& pour y interpréter notre λ-calcul typé.

5Les résultats mentionnés dans cet item n’ont pas été publiés en conférence ou en journal (une soumission à LMCS a
été rejetée pour longueur excessive) mais constituent une portion significative de mon manuscrit de thèse.

6Une différence majeure est l’usage de regular lookahead au lieu de connecteurs additifs chez [GLS20].
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Théorie catégorique des automates. Le travail susmentionné de Colcombet et Petrişan [CP20]
fait partie d’un courant de recherches généralisant de façon abstraite des constructions et résultats
classiques de théorie des automates, afin de les rendre plus largement applicables. Dans cet esprit,
nous démontrons aussi quelques résultats [Ngu21, Ch. 4] (toujours avec Cécilia Pradic) visant à
montrer que la notion de catégorie monoïdale close a une pertinence pour la théorie des automates
qui dépasse le simple lien avec le λ-calcul linéaire. Intuitivement, cela est dû au rôle important joué
par des « espaces de fonctions» dans les constructions sur les automates : typiquement, quand on
exploite la finitude de Q → Q pour un ensemble fini Q d’états.

Passer de Q à Q → Q, c’est aussi passer d’un automate à un semigroupe. Une des définitions
classiques des langages rationnels est la reconnaissance par semigroupes finis ; nos résultats sur
les langages sans étoile (§2) reposent sur leur caractérisation par les semigroupes apériodiques (et
la décomposition de Krohn–Rhodes de tels semigroupes). Avec Mikołaj Bojańczyk [BN23], nous
avons proposé une caractérisation algébrique analogue, et particulièrement concise, des fonctions
régulières sur les mots précédemment évoquées. Là où la reconnaissance algébrique d’un langage
rationnel (ou sans étoile) fait intervenir un morphisme de semigroupes, nous utilisons en plus un
foncteur de la catégorie des semigroupes vers elle-même pour reconnaître une fonction régulière.

L’esprit de ce dernier travail [BN23] est assez différent des travaux de théorie catégorique des
automates comme [CP20] : il ne s’agit pas de reformuler des constructions connues dans un cadre
plus général, mais d’introduire une nouvelle caractérisation de la classe concrète des fonctions
régulières, dont l’équivalence avec les définitions précédentes est non triviale.

4. FONCTIONS POLYRÉGULIÈRES
Transducteurs à jetons (sans comparaison). Mon travail sur les automates implicites (§2) avec
Pradic faisait apparaître deux définitions naturelles de classes de fonctions sur les mots calculées
par des λ-termes à typage linéaires. L’une d’entre elles donne les fonctions régulières que nous
venons de mentionner, et qui ont été intensément étudiées depuis une vingtaine d’années (voir
[FR16 ; MP19]). Par contre, à notre connaissance, l’autre n’existait pas encore dans la littérature.

Elle s’est néanmoins révélée naturelle au vu des travaux récents de Bojańczyk et al. sur les
fonctions polyrégulières [Boj18 ; BKL19 ; Boj22]. Ces dernières peuvent être par les « transducteurs
à jetons» (pebble transducers), qui examinent leur entrée avec plusieurs têtes de lecture (appelées
jetons) bidirectionnelles. En ôtant à ces machines la capacité à comparer les positions de leurs jetons
on caractérise en fait les fonctions survenues dans nos recherches sur le λ-calcul linéaire.

Ceci nous a motivé à étudier cette classe des fonctions polyrégulières sans comparaison du point
de vue de la théorie des automates «pure», dans l’article7 [NNP21]. Nous y établissons quelques
caractérisations alternatives, des propriétés souhaitables – notamment, nous avons découvert la
clôture par composition grâce au lien avec le λ-calcul, mais en fournissons une preuve self-contained
sans λ-termes – ainsi que des résultats de séparation avec d’autres classes.

Vitesse de croissance et optimisation. Notre démonstration la plus technique dans [NNP21] est
un théorème de minimisation des jetons : si une fonction polyrégulière sans comparaison f vérifie
|f(w)| = O(|w|k), alors elle peut être calculée par un transducteur à k jetons. (La réciproque est une
observation immédiate.) Ce théorème a été reprouvé et étendu par Gaëtan Douéneau-Tabot dans
sa thèse [Dou23], qui contient aussi d’autres résultats sur les polyrégulières sans comparaison.

Notre approche réutilise des outils développés par Nathan Lhote dans l’article [Lho20], qui
affirme démontrer la minimisation des jetons pour les polyrégulières générales. L’article s’avère
être irréparablement faux8 : Bojańczyk [Boj23] a montré que pour tout k ∈ {3, 4, . . . }, on peut
trouver une fonction polyrégulière à croissance9 O(|w|2) nécessitant au moins k jetons.

7Co-signé avec l’autrice fictionnelle Camille Noûs : https://www.cogitamus.fr/camille.html
8J’ai également trouvé un théorème faux – mais moins central – dans l’article [BD20] de Mikołaj Bojańczyk et Amina

Doumane paru à la même conférence LICS’20, comme signalé sur la version arXiv : https://arxiv.org/abs/2002.09307
9Les exemples à croissance quadratique sont minimaux : un corollaire du théorème principal de [EIM21] est que les

fonctions polyrégulières à croissance linéaire sont des transductions MSO, qui dans le cas des mots sont calculées par des
transducteurs à un jeton [EH01] – en fait, ce sont les fonctions régulières.

https://www.cogitamus.fr/camille.html
https://arxiv.org/abs/2002.09307
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Douéneau-Tabot et moi sommes co-crédités dans [Boj23, Footnote 5] pour la découverte du
contre-exemple pour k = 3, qui n’est autre que la fonction « inner squaring» de la section 1. Cette
découverte s’est produite au sein d’une conversation par mail incluant également Sandra Kiefer
et (encore) Cécilia Pradic. Dans [KNP23], Kiefer, Pradic et moi avons proposé une réfutation
alternative de la minimisation des jetons, démontrant plus rapidement et moins techniquement
(par réduction à de vieux résultats puissants sur les transducteurs d’arbres) un résultat légèrement
plus fort que celui de Bojańczyk (séparant les langages de sortie de fonctions).

Bojańczyk prouve également dans [Boj23] un résultat positif reliant vitesse de croissance et
appartenance à une sous-classe – dont il découle notamment qu’on peut calculer, à partir d’une
fonction f polyrégulière, le ℓ minimal tel que |f(w)| = O(|w|ℓ). Dans un travail en cours avec10

Nathan Lhote et Paul Gallot [GLN24], nous démontrons de façon plus simple (pompage sur les
automates pondérés, sans besoin des forêts de factorisation) une généralisation de ce résultat (aux
« interprétations MSO ensemblistes» [CL07] des arbres vers des structures arbitraires). Grâce à
cette généralité, nous espérons aussi reprouver des résultats réputés difficiles sur la croissance des
transducteurs d’arbres [EIM21].

5. PROBLÈMES OUVERTS RÉSOLUS GRÂCE AUX AUTOMATES IMPLICITES
Si j’ai commencé cette notice en parlant de theory-building (§2), les résultats ci-dessus au sujet

de la croissance des fonctions polyrégulières illustrent plutôt mon approche générale du problem-
solving : elle consiste essentiellement à puiser dans la littérature préexistante la bonne technologie
permettant de trivialiser le problème. Dans les cas précédents, cela se faisait de façon interne à la
théorie des automates. Les travaux que je cite dans cette section visent à montrer que le point de
vue des automates implicites se révèle utile pour appliquer cette méthode.

Expressivité du λ-calcul élémentaire affine polymorphe. Il s’agit d’une question soulevée en
conclusion d’un article de Patrick Baillot [Bai15]11 sur la complexité implicite en logique linéaire
(cf. §2). Cet article donne une caractérisation de P (temps polynomial) reposant sur un λ-calcul
dont le système de types autorise des types récursifs. Peut-on se passer de cette fonctionnalité?
La réponse est non : sans récursivité dans les types, le système obtenu, appelé λ-calcul élémentaire
affine polymorphe dans mon article [Ngu19c], calcule en fait les langages rationnels et non P.

Ma preuve s’inspire très largement de celle du Théorème 1 par Hillebrand et Kanellakis. Des
arguments syntaxiques réduisent le problème à l’existence d’une sémantique finitaire pour un
sous-système. Dans un brouillon inachevé [Ngu19a], j’esquisse une démonstration de finitude
pour une sémantique connue ; mais en fait, Jim Laird [Lai13] avait déjà construit une sémantique
pour le sous-système qui nous intéresse dont il constate explicitement le caractère finitaire.

C’est ce premier succès – antérieur aux travaux cités en §2 – qui m’a convaincu de l’importance
du théorème de Hillebrand et Kanellakis, et donc de me lancer dans le programme de recherche
des «automates implicites». Avec Cécilia Pradic, nous avons aussi brièvement exploré l’usage
d’une variante du λ-calcul élémentaire affine polymorphe pour caractériser d’autres classes de
complexité sous-polynomiales. Ceci a mené aux résultats partiels de l’article [NP19], qui eux aussi
utilisent des méthodes sémantiques ; bien que publié à ICALP, cet article me paraît désormais peu
concluant (et souffre d’un manque de rigueur).

Complexité de la convertibilité dans des λ-calculs. Un thème étroitement lié à la complexité
implicite est l’étude de la complexité, pour divers λ-calculs, du problème de convertibilité suivant :
«étant donnés deux λ-termes t et u, ont-ils la même forme normale?». Quand t est de type booléen
et u = true, cela revient à évaluer le résultat renvoyé par t.

En λ-calcul simplement typé, on sait que ce problème est TOWER-complet [Sta79 ; Sch16]. Par
contre, les preuves connues de ce résultat ne s’adaptaient pas au cas où on impose une condition
supplémentaire de «sûreté» sur les λ-termes ; Blum et Ong [BO09, §3] ont analysé les obstructions

10Collaboration stimulée par notre participation commune au séminaire Dagstuhl sur les transformations régulières en
mai 2023 : https://www.dagstuhl.de/en/seminars/seminar-calendar/seminar-details/23202.

11Je me suis en fait appuyé sur une reformulation ultérieure de [Bai15] plus user-friendly dans [BDR18].

https://www.dagstuhl.de/en/seminars/seminar-calendar/seminar-details/23202
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à cela et conjecturé que cette restriction rendrait le problème de convertibilité strictement moins
difficile. La meilleure borne inférieure qu’ils ont parvenus à obtenir est la PSPACE-difficulté.

J’ai réfuté cette conjecture [Ngu23], en démontrant que la convertibilité restreinte aux λ-termes
sûrs (safe) reste TOWER-complète. Ma preuve est complètement différente de [Sta79] : c’est une
réduction depuis le problème d’équivalence des expressions sans étoile. Elle utilise une traduction
inductive, inspirée des «automates implicites», d’une expression vers un λ-terme reconnaissant
le même langage. Par exemple, le traitement de la concaténation dans les expressions sans étoile
s’appuie entre autres sur un λ-terme sûr calculant une fonction polyrégulière bien choisie.

Avec Anupam Das, Damiano Mazza et Noam Zeilberger [Das+23], nous avons également
démontré la P-complétude de la convertibilité en λ-calcul planaire (un système proche du λ-calcul
non-commutatif utilisé dans [NP20] pour caractériser les langages sans étoile, cf. §2).

Automates bidirectionnels à comportement planaire. Dans un exposé [Hin06], Peter Hines avait
proposé un modèle d’automates sans caractériser son expressivité. Son modèle étant relié de près
à une sémantique d’un λ-calcul linéaire non commutatif [Hin03 ; Abr07], mes travaux précédents
[NP20] avec Pradic nous ont mené à conjecturer, puis à prouver, que ces automates reconnaissent
précisément les langages sans étoile [NNP23]. Nous caractérisons également dans cet article la
classe de fonctions entre mots calculée par le modèle correspondant de transducteurs, et montrons
qu’une condition de réversibilité n’affecte pas le pouvoir expressif.

6. COMBINATOIRE DES RÉSEAUX DE PREUVE EN LOGIQUE LINÉAIRE
Cette dernière section fournit encore un exemple de l’usage de liens entre domaines distincts au

sein de l’informatique théorique – cette fois-ci, il s’agit de l’algorithmique des graphes et la théorie
de la démonstration – pour résoudre des questions concrètes.

Réseaux de preuve. L’un des premiers apports de la logique mathématique a été de voir les dé-
monstrations elles-mêmes comme des objets mathématiques : naïvement, une liste de formules
logiques dont chacune découle des précédentes. Il s’est vite révélé avantageux de concevoir des
formalismes de preuve arborescents (calcul des séquents, déduction naturelle, …) aux propriétés
structurelles plus riches. L’article fondateur de logique linéaire [Gir87] va plus loin en proposant
de représenter les preuves comme des sortes de graphes : les réseaux de preuve.

Ceux-ci présentent de nombreux avantages, mais posent un nouveau défi. La correction d’une
preuve arborescente est vérifiable localement : il suffit de vérifier que tout nœud de l’arbre applique
une règle logique valide. Dans un réseau de preuve, il faut combiner cette validité locale avec
une propriété combinatoire globale nommée critère de correction. Dans le cas le plus simple, celui
de la logique linéaire multiplicative (MLL), la situation est bien comprise : les réseaux corrects
sont traduisibles en preuves de calcul des séquents et vice-versa, et le problème de correction est
décidable en temps linéaire [Gue11] et NL-complet [JM11]. Surprenamment, ces résultats non
triviaux sont les fruits d’une théorie combinatoire ad hoc des réseaux de preuve.

Couplages parfaits et réseaux MLL+Mix. La seule tentative de relier les réseaux de preuve à
la théorie des graphes «mainstream» était le travail de Christian Retoré [Ret03, §1] réduisant la
correction des réseaux MLL+Mix à un problème classique : vérifier qu’un couplage parfait donné
dans un graphe est unique. (La logique MLL+Mix étend MLL avec une règle supplémentaire, et
le problème de correction pour MLL se réduit à celui pour MLL+Mix [Ngu20, Remark 4.2].)

La réduction étant en temps linéaire, et ce dernier problème de couplages aussi [GKT01], on
a en fait immédiatement un algorithme en temps linéaire pour la correction MLL+Mix – et donc
pour MLL. Étrangement, ni ce raisonnement, ni même le résultat pour MLL+Mix, ne semblaient
avoir été signalés dans la littérature avant mon article [Ngu20]. Peut-être pensait-on que le cas
MLL+Mix était trop proche du cas MLL pour qu’il puisse y avoir de surprise, mais je fournis
des contre-arguments à cette idée dans [Ngu20], notamment celui-ci : un algorithme NL pour la
correction pour les réseaux MLL+Mix résoudrait du même coup une vieille conjecture de László
Lovász, or les techniques employées pour le résultat analogue pour MLL [JM11] semblent trop
faibles pour cela ; l’explication est qu’elles exploitent de la structure spécifique à MLL sans Mix.
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En fait, les liens structurels entre la combinatoire des couplages parfaits et celle des réseaux
MLL+Mix sont plus profonds que de simples réductions algorithmiques ; c’est déjà apparent dans
l’article de Retoré [Ret03], et je donne aussi quelques résultats dans ce sens dans [Ngu20]. Par
exemple, on peut reformuler une propriété sur les «dépendances logiques» dans les réseaux de
preuve en théorème équivalent sur les couplages, susceptible d’intéresser un public plus large.12

Logique pomset 6= système BV. On doit également à Retoré la logique pomset [Ret97], étendant
MLL+Mix avec un connecteur non-commutatif intermédiaire entre «et» et «ou». Cette logique se
formule facilement en réseaux de preuve, mais pas en calcul des séquents. Cela a motivé Alessio
Guglielmi à introduire l’inférence profonde13 – un paradigme où les preuves peuvent être vérifiées
localement mais qui permet plus de liberté que les séquents – et à s’en servir comme base du
système BV [Gug07]. Ce dernier étend aussi MLL+Mix avec un connecteur non-commutatif, et
l’équivalence entre BV et la logique pomset était même conjecturée depuis 2 décennies [GS01].

Lutz Straßburger et moi avons réfuté cette conjecture [NS23]. Ce travail est en fait en continuité
directe avec le précédent : son point de départ est que les mêmes outils de théorie des graphes
permettent de montrer que la correction des réseaux pomset est coNP-complète14 (en s’inspirant
de travaux sur les digraphes arête-coloriés [Gou+13]), et que la prouvabilité en logique pomset
est Σp

2-complète. Ce serait strictement plus difficile que la prouvabilité en système BV – qui est
«seulement» NP-complète – si l’on suppose NP 6= coNP. Cela donnait dans un premier temps une
réfutation conditionnelle ; nous avons ensuite trouvé un contre-exemple explicite. L’article [NS23]
contient quelques autres résultats autour de ces deux logiques.
Géométrie de l’interaction. Une autre contribution fondamentale de Retoré est une version des
réseaux MLL+Mix basée sur les cographes15 [Ret03, §2]. Avec16 Thomas Seiller [NS18], nous avons
proposé une reconstruction du critère de correction pour ces réseaux cographiques à partir du
comportement calculatoire de leur interprétation dans une certaine sémantique. Nous expliquons
donc un aspect «preuve» par l’invocation des « programmes», ce qui en fait mon seul travail qui
tire réellement parti de Curry–Howard. Au fond, nous avons surtout réactualisé de vieilles idées
de Jean-Yves Girard [Gir89, §IV.5] sur la « géométrie de l’interaction», en utilisant une variante
issue la thèse de Seiller [Sei12, §5.2.34].

Des incarnations plus contemporaines de la géométrie de l’interaction apparaissent aussi dans
certains de mes travaux précédemment évoqués : sa version catégorique a inspiré [NNP23], et la
«machine abstraite d’interaction» est utilisée crucialement dans [NV24].
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